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- CHAPITRE 1 - 



PROBLEMES D ' ELASTIC ITE 



1.1. - MBTHODES GENERALES DE RESOLUTION PES PROBLEMES D'ELASTICITE 
1.1.1. - Ra2pel_cjeg_f or.mules_.d|_bage 

Le probleme general est de determiner l'etat de 
contralnte dans un corps donne, soumis a des sollicitations don- 
n§es. Pour oeci, nous avons un certain nombre d'Squations et de 
relations a notre disposition. 

Tout d'abord, les contraintes doivent verifier 
les Equations d'equilibre ind§fini : 



3a ll 
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3a 21 
3X 2 


■ + 


3a 31 
3x^ 
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X l 


= 0. 




3a 12 


+ 


3a 22 
3x 2 
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3a 32 
3X^ 
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x 2 


= 0 


(1) 


3a l3 
tx 1 


+ 


3a 23 
3X 2 


+ 


3 °33 
3x^ 


+ 


X 3 


= 0 





ou X^ est la composante sur l'axe i de l'effort par unit§ de 
volume applique sur 1' element conside're. 

D 'autre part, les contraintes doivent verifier 
les equations d'equilibre aux limites ; si on note 
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-* verification 



iquilibre ind§fini 
equilibre aux limites 



equations de compatibilite 

Nous pouvons faire le choix des contraintes ; cel- 
les-ci doivent evidemment verifier les Equations d'equilibre. 
Mais en plus, nous devons integrer des equations aux derivges 
partielles pour determiner les d§pl,acements ; d'oQ des condi- 
tions d'intggrabilitS ; ce sont les Equations de compatibilitg . 



1.2. - TRACTION D'UN BARREAU CYLINDRIQUE DE SECTION QUELCONQUE 
Cboix.d|s.d|Dlaeementg 

Par experience, nous avons une idee du vecteur d§- 
placement en un point P quelconque de coordonnees (x^.Xg.Xj) : 




plan fixe 





u l = 


- k' x ± 




—* 








ppl 


u 2 = 


- k' x 2 


(6) 




U 3 = 


kXj 





Calcul_de§_defoc!nations 

Hi- 4x7- = - kt -i 2 = ~ir + -^-i = c 



- - 3U 2 



22- -3x7 = " £ 23 = — \-^~ + Tx^J - u (7) 

3u " . /)U, 3 U„ 



33" ~^xj" " 31 



2- \rsr- -T^j 

2 \-5x^— ^7 

. 1 / 3u 3 , 3u l\ 

" — 3 x, J 
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Les directions 1, 2, 3 sont done directions princi- 
pales des deformations et des contraintes. 



C|lsul_3e|_sontcain|e| 

On va utiliser les formules de Lame = 



8 = e ll + e 22 + £ 33 



k - 2k' 



\(k - 2 k 1 ) + 2t? (-k> ) = C., 
A(k - 2 k' ) + 2tf (-k' ) = C. 



a 3 = X(k 



2 k' ) + 2ti k 



= C 



12 " 23 
Egu|tions_dI.efluilibce 



= a 31 = 0 



(8) 



- Equilibre ind§fini : les contraintes Stant cons- 
tantes, les Equations d'§quilibre indefini seront v§rifi§es si 
les forces de volume sont nulles ou negligeables . 



- Equilibre aux limites : 




Or, si la surface est libre, on doit avoir : 
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Ce qui entraine : 






ou : 




= o - " 



Sur les extr§mites, nous avons 



"o 


0 


0 




M 






0 


0 


0 




0 






0 


0 


C 2„ 




L 1 ] 







Pour que la solution convienne, il faut done que 
la force F soit uniformement rSpartie sur les bases du cylin- 
dre. Dans oe cas : 



C 2 = -g- 



(9) 



II est evident que dans un essai de traction, 
1' effort total F n'est pas, en g§n§ral, distribu§ de cette 
fagon sur les extremitSs et sa repartition depend du type d'amar- 
-rage utilisS. Mais si l'on s'Sloigne suf f isamment des extrS- 
mitSs, les contraintes tendent vers la repartition obtenue ; 
e'est la principe de S fc Venant. 



Exercice : Determiner l'etat de contrainte dans un barreau de 
traction soumis, en plus, a une pression hydrosta- 
tique laterale p. 

1-3. - TORSION D'UN CYLINDRE CIRCULAIRE OU D'UN TUBE 
Cboix.des.df placements. 

Par experience, nous avons egalement une idee du 
vecteur deplaosnent en un point quelconque. 
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plan fixe 



Pour un barreau cireulaire, 
les sections droites restent 
droites et le point P se de- 
place sur un cercle d'axe 3. 
En petitee deformations, on 
a done : 



PP i 



-x 2 8 x^ 
x 1 e x 5 



(10) 



ou 8 est la rotation par 
units de longueur. 



Calcul_deg_d|f ormatioos : 



hi 


= 0 


*22 


= 0 


^3 


= 0 



•12 
: 23 

'31 



"x 2 8 



(11) 



Calcul_de§_sontcain|es : 

Par les formules de Lame, on a 



£ 11 + e 22 + 



fc 33 



= 0 



a ll 


= a 22 


a 12 


= 0 


a 23 


= 2V e 


°31 


= 2V e 



'33 



23 



M Xl 8 



31 = X 2 9 



(12) 



Done, dans une section droite, on a que des contrain- 

tes tangentielles . Elles sont perpendiculaires au rayon et pro- 

portionnelles a la distance au centre. 
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§guatioQs_difauiiibee 



- Equilibre indifini : les Equations sont verifiSes 
si les forces de volume sont nulles ou n§gligeables . 

- Equilibre aux limites : Sur la surface laterale* 
on a, pour une normale faisant un angle y avec l'axe 1 : 



.-tfx 2 e tfx^ 



i| 


cos<f" 




3 


sinM" 






. 0 . 





Or 



= R cos V- 
< 2 = R sin y 



R §tant le rayon du cylindre. 



Done la troisi§me composante de X h va s'ecrire : 



v h3 



tRe sinfcoslf + «R 6 sinM> cos 4 1 



Done la contrainte est bien nulle sur la surface lat§rale. 

Sur les bases, on a les compo- 
santes et de la contrain- 
te tangentielle soit une con- 
trainte totale : 




J 32 



U v 



Pour que la solution soit rigoureuse, il faudrait 
done que le couple de torsion soit transmis § l'gprouvette sui- 
vant oette repartition. 

Le couple de torsion C peut etre calcule : 



t rdS 



f 8/ r dS = V 6 1 



G 



oil I_ est le moment d'inertie polaire de la section. 
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D'ou l'on peut tirer la rotation par unitg de longueur : 



n 

6 = —K= — Ipuisque H = G) 



(13) 



G 



et la formule de la eontrainte tangentielle : 



c 



r 



(14) 



G 

1.4. - TORSION D'UN CYLINDRE A SECTION QUELCONQUE 

Nous avons vu dans le paragraphe precedent que, 
pour les deplacements ehoisis, la eontrainte tangentielle etait 
perpendiculaire au rayon vecteur. Done on ne pourra pas traiter 
dans ces hypotheses une section non circulaire car les condi- 
tions aux limit es, sur la surface laterale, ne pourront etre vS- 
rifiSes. C'est pourquoi on est obligS ici d'introduire une com- 
posante u^ du deplacement, c'est-I-dire qu'une section droite 
du cylindre ne restera pas plane ; il y aura gauehissement de 
la section. 



Choix_dgs_d|glacenjeritg : 



f3 




(15) 



ou * est une fonction de x 1 et x.,. 
C'est la fonction de gauehissement 
de S t Venant. * ne depend pas de x. 



e'est-a-dire que toutes les sec- 
tions se gauchissent de la meme 
fagon. 




P" 
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C§lQul_de§_(3|focmatioQs 



hi - 0 
%2 = 0 
^33 = 0 



2 e 



12 



0 



3 <t> 



2 E 23 = 9 (x i + "nr: 



(16) 



2 e 



31 



x 2 + 



'3* 



3x, 



Calcul_des_egQtraintes 



Par les formules de Lame, on obtient : 



"11 


= 0 




= 0 


°53 


= 0 



12 



0 



3* 



a 23 = 09 (X 1 + Tx; 



(17) 



"31 = 09 0 



x 2 + 



3* 



3X< 



Egu|tions_dI.egu jlibce 

- Equilibre indefini : 

Si on neglige les forces de volume, les 2 premieres 
Equations sont identiquement nulles. La troisiSme Equation d'S- 
quilibre donne 



G8 



3 2 « 



3 2 0 
3x . 2 



(18) 



soit 



(a ♦ = 0 



Done, la fonction de gauchissement est telle que 
son laplacien doit etre nul dans la section. 

- Equilibre aux limites : 

Sur la surface laterale libre, 
on doit avoir : 
'0 0 




0 



0 



13 

'23 
0 



a h- 
0 



13 "23 

0 
0 



a 13 a h l + °23 ™ h 2 
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soit : 



0 13 Qh l + a 23 ° h 2 



Cette relation exprime que la contrainte tangen- 
tielle est tangente au contour. En fonction de *, elle s'ecrit 



K X 2 3 x„ 



-) a h 1 + (x 1 + 



3* 



■)a h 0 = 0 



Or, si t est la tangente unitaire au contour, ses cosinus di- 



recteurs sont 



ah 2 — 

dx,. 



0 

et l'Squation pr#c§cente peut s*§crire 



(-x + ™ 

V 2 3 x. 



) dx 2 - (Xj + 



3* 



3X- 



•) dx. 



(19) 



Le probleme va done se ramener k trouver la fonc- 
tion * verif iant le laplacien si l'interieur de la section et 
verifiant la relation precedente sur le contour exterieur et 
eventuellement sur les contours interieurs pour les sections 
creuses. 

Pour les extremites du cylindre, nous allons sup- 
poser que le couple de torsion s'applique de facon repartie, 
conformement a la distribition obtenue pour les contraintes 
tangentielles. Ce couple peut se calculer en fonction de § : 

° = X ( °32 x l " a 31 X 2> ds 

W A Xl -- - - 




>x 2 



2 3x< 



-)dS 



= G e 



s 2 3 x 



(20) 
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Soit C = GO I'- 
ll 

Avec I' Q = I Q + 



f s < x i inq- - x 2 inq-> dS < 21 > 



A noter que si la fonotion * est nulle 5 on retrouve les r§sul- 
tats obtenus pour le contour circulaire. 

II est pratique d' introduire la fonction <l> , con- 
jugu§e harmonique de *. Elle verif ie les conditions de .Cauchy : 

3j _ _ 3 $ ( 22 ^ 
3x 2 " " 3x 1 



alors 



La condition d'equilibre aux limites, s'ecrit 

( " x 2 " -TT-) dx 2 - (x i + -3TT> dx i " 0 

2 1 

< x 2 + 4£-> dx 2 + < x i + -aVH dx i ■ 0 



'2 ' x OA l 

Relation qui s'integre sous la forme : 



_ _ 

X l X 2 
~ + + ifi (x 1 ,x 2 ) = constante 



(23) 



Cette equation doit etre verifiee le long du con- 
tour. 

En pratique, etant donne deux fontions * et * con- 
juguSes harmoniques, la fonction Jest la fonction de gauchisse- 
ment correspondant au contour represents par 1* equation pr§c§- 
dente. Les fonction >l»et * sont obtenues en general en prenant 
respectivement les parties reelles et imaginaires d'une fonc- 
tion analytique. 
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Exercice : En partant de la fonction analytique 

f (fr) = a(x l + ix 2 )2 
determiner la repartition des contraintes dans une 

section elliptique. 

1.5. - TUBE EPAIS SOUMIS A PRESSION HYDROSTATIQUE 

Nous allons determiner dans ce paragraphe l'etat de 
contrainte dans un tube rectiligne, a paroi §paisse, soumis I une 
pression interieure p.. et une pression exterieure p~ • 



P 2 




Choix_des_d§Dlacements. 




Nous allons supposer qu'une section droite du tube 
reste droite ; tous les points d'une meme circonf erence de rayon r 
auront le meme deplacement radial u(r) par symetrie de revolution 
et done aussi le meme diplacement suivant l'axe z du tube ; nous 



..ernier . 
reserves. 
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Caloul_des_d|formations 

Nous allons raisonner en chaque point dans les axes 
r, tj z. Par symetrie de revolution, ce sont les directions prin- 
cipales des contraintes et deformations. 



e - P'Q'- PQ 
r ~ " 



PQ 



(dr-t-du) - dr 
dr 



soit 



_ du 
dr 



(24) 



Dans la direction circonferentielle, nous avons 

2*r 



E . 2 ; (r+u) 
t ~ " " 



2 TT j, 



soit 



(25) 



Enfin, nous allons poser par hypoth§se que la dila- 
tation lineaire unitaire dans la direction axiale est constante, 
soit : 



(26) 



Calcul_deg_sontraintes 

Par les formules de Lam§, nous avons 



e = X ( du + u + j 2V du 
r 



dr 



dr 



X (du + u + } + 2V u 
dr r 



(27) 



c = *-(3u + H + a) + 2tf a 
z dr r 



Les contraintes ne dependent done que de la fonction 
u(r) et de la constante a qui seront determinees par les Equations 
d' equilibre. 
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Equations .d^Sgujlibre 

- Equilibre indefini 

Nous allons ecrire les equations d' equilibre pour 
un element construit dans les directions r, t, z, d'epaisseur 
unite. 




L'§quation de projection sur t est identiquement v§- 
rifiee puisque la contrainte a est constante sur une circonf§- 
rence, par raison de symStrie. 

La projection des efforts sur r nous donne : 



sur AD 
sur BC 
sur DC 

sur AB 



a r d 6 
r 



(a + d a ) (r+dr ) d9 
r r 



. d6 
a t dr sin — ^~ 



d 9 d 9 

a t dr sin -j-- - « t dr -j- 



Au total, nous avons done 1' equation d' equilibre sui- 
vante, en n§gligeant les infiniment petit s d'ordre 3 : 

4> 



aQrde+dcj rd9 
r r 



a t dr d6 =0 



r dr d 8 
©[M.BOIVIN G.I 



Cet t e equa t ion peut encore s' ecrire en divisant par 

(28) 



dor 



or - at 



- 0 
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Nous verrons plus loin que la condition a = Cte 
decoulant de 1 'hypotheses = a, satisfait 5 l'equation d'Squili- 
bre en projection sur z. 

En remplagant ° r et <* t dans l'equation (28) par 
leur valeur en fonction de u s nous obtenons une equation differen- 
tielle que doit verifier la fonction u(r). On obtient successive- 
ment : 

xl_iJ£_ + ± - I + 2f 



soit 



ou 



xfdfu + i _du_ _ u] + 2 ^ T 
L dr r dr r J [ 



d 2 u 



1 du 



2 2 
dr r dr r 



= 0 



d 2 u 



dr' 



du 
dr 



d 2 u 
dr 2 



du 
dr 



u 



0 



(29) 



Resolvons cette equation en u. Elle s'ecrit encore 
d 



I du u \ 
"dr - (_ dF~ + 



o 



dr 



dr 



(ur) 



= 0 



(30) 



Par integration, on a successsiveraent 



1 d , x 
— -gj- (ur) = C a 



soit 



IF (ur) = V 



ur 



+ C 





C a r 


C 2 


u = 






2 + 


r 



ou C^et C 2 sont des constantes. 



(3D 
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La fonction u doit done avoir la forme (31) pour 
satisfaire aux equations d'equilibre indSfini. 

No.us pouvons reporter cette expression de u dans les 
equations (27) : 

C. C 
° r = \(C 1 + a) + 2V (~j 

c c 

a t = \(C 1 + a) + 2tf (— — + — §-) 



1 2 ) 



a - X(C. t a) + 2f a 
z 1 



Ce qui peut encore s'§orire : 



\ - A 



= A + 



oil A, B, C sont des constantes. Celles-ci seront determinees 
par les conditions aux limites. 



- Equilibre aux limites 

L'equilibre sur les surfaces lat§rales va nous per- 
mettre de determiner A et B. En effet : 
pour r = R^j on doit avoir a = -p 1 

r = - p 2 

soit, d'apres (32) = 



et pour r = R 2 , on doit avoir 
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P t = A 



- P, = A - 



B 



y Z 2 
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D'ou 1'on tire 



B = 



2 2 
P 1 R 1 ' " P 2 R 2 

R 2 2 - R 1 2 



P l " P 2 „ 1- 2 
2 „ 2 K l R 2 



(33) 



V" R 1 



Done j pour un tube de rayons et R^, soumis S 
une pression interieure p 1 et une pression exterieure p 2S leg 
contraintes a et o s'ecrivent : 





P 1 R 1 2 - P 2 R 2 2 


- p l " p 2 


2 2 
R 1 R 2 




2 2 
R 2 " R l 


+ 2 2 
R 2 -R 1 


2 

r 



(34) 



Remarque : Epure du Ge neral VIRGILE 

C'est la representation graphique des contraintes 

2 

a et a , en fonction de 1/r . 
r t . 

Si l'on pose h = — 3—, oes contraintes s'§crivent 



a = A + Bh 
I 

e'est-a-dire qu'elles sont representees en fonction de h par 
deux droites symetriques par rapport S. la droite horizontale 
de cote A. 



«r1 

(St 








A 














O 


-Pi 




h-±- 
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Cette epure nous montre en particulier que l'etat 
de contrainte le plus dangereux se trouve a l'interieur du tube. 

II nous reste maintenant a §crire l'equilibre sur 
les extremites du tube. Plusieurs cas peuvent etre consideres : 
1) Tube a extremites fermees : 

Paisons une coupe du tube perpendiculairement a 
son axe et ecrivons l'equilibre en projection sur z de l'une 
des parties : 




soit : 



(FL 



2 2 2 

) - P-j^R^^ + P 2 TTR 2 = 0 



P 2 R 2 ' 



R 2 2 



= G 



(35) 



Done dans ce cas 



a + o. 
A = -L L 



(36) 
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2) Tube ouvert 




\P1 




Une coupe transversale et une equation de projec- 
tion sur z comme dans le cas precedent, va nous donner : 



\ - 0 



(37) 



3) Extr§mit§s bloqu§es : 





\p 2 


u 


\P1 






I 


L = constante 



soit 



Nous avons la condition e z = 0 



d'ou 



°z = v ( % + a t } = 2VA 



(38) 
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Exercices : 1) Etant donng un tube de rayons R^ et R 2 » d'epais- 
seur e, supportant une pression inter ieure p^ 
seule, determiner par le critSre de Rankine, la 
pression limite que peut supporter le tube. On 
appellera a e la limite Slastique du materiau en 
traction. R 2 _ R 2 

R§ P° nse : Pi lim = A . A ° e 

R 2 + R 1 

Inversement, en deduire l'epaisseur minimum 
pour supporter une pression donnee : 
Reponse : 

e >R|W- ± - i| 




2) Memes questions par le crit§re de Tresoa 

°e R 2 2 " R l 2 

R§ P° nses : p uim = ~ ri — 

R 2 



1.6. - FLEXION PURE 

1.6.1. - CQnditigns_^e_cQmpati&ili|e 

Si au lieu de faire le choix des deplacements , 
nous partons des contraintes et des deformations, celles-ci 
doivent satisfaire aux conditions de compatibility . En effet, 
les six composantes de la deformation sont completement dSter- 
min§es par les trois fonctions u^, u 2 et Uy Ce ne sont done 
pas des fonctions arbitraires de x^, x 2 et x^, mais des fonc- 
tions qui dependent des equations (5). 
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e ik 



1 / 3u i . 3 u k \ 

2 \ 9 x k 3 x i ) 



Pour trouver ces eonditfons de compatibility, fai- 
sons les derivations suivantes : 



2 

3 E 11 


3 3 u 1 


3 x 2 2 


, 2 
3 X.^ 3X 2 




3 5 U 2 


3 X t 2 


2 

SXj^ 3x 2 


3 2 e 
2 — 


a 3 u. 



3 3 U 2 



2 2 
3x 3 X 2 3x^ 3 X 2 3x^ 3x 2 

ce qui nous permet d'etablir une premiere condition : 

3 2 £ 11 + 3 2 E 22 . 32 £ 12 , , 

-777" ~^7~ 3Xi3X2 

Nous avons deux atfres equations du meme genre par 
permutation circulaire. 

D'autre part, les relations : 



„ 2 

3 e ±1 


3 


5 - a 


3x 2 3Xj 


3x^ 3 X2 3X-^ 


3 e 12 


1 


( ° 2ui 


3 X^ 


2 


\ 3 X 2 3 X 


3 ^3 




3 2 u 2 






3 SX^ 


3£ 31 . 


+( 




3 X 2 




3x^ 3x 2 



3 2 U 0 
+ 2 



X 1 3 X^ 



9 X ^ 3 X 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 23 - 



permettent d'ecrire la condition : 

3 2 £ 11 . _J / 86 12 _ 3E 23 3 E 31 \ (40) 

3X 2 3X 5 JXj \ 3 ^ JXj 3 x 2 / 

De meme, nous avons deux autres conditions par 
permutation circulaire des indices. 

Au total, nous avons done six conditions de compa- 

tibilite : 



,2 

3 hl 


,2 

3 e 22 


= 2 


, 2 

3 e 12 


3x 2 2 


2 

3 x 2 


3x l 3 x 2 






= 2 


>2 - 2 , 








x 2 x 3 






= 2 




3x i 




3 x^ 3 X! 



(41) 



2 

3 e H 


3 


/ 3e 12 


3e 23 


+ 


3e 31 


3X, 3X^ 




V 3 X 3 


3 x a 




3 x 2 


3 2 So 
22 _ 


3 


/ 3E 23 


3£ 31 


+ 


3 £ 12 


Sx.^ 3x^ 


3 X 2 


V 3 x i 


3 X 2 




3 X^ 




3 


/ 3£ 31 


3 E 12 


+ 


3£ 23 


3 X t 3x 2 


3x 3 


V 3 * 2 


3 x 3 


3 x l 



1.6.2. - Ap2lication_|_la_flexion 
- Choix des deformations 
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M 2 



Considerons deux sections droites voisines G et G^, 
distantes de dx^. La section droite G 1 tourne par rapport a la 
section G d'un angle 8dXj, eetant done la rotation par unite de 
longueur au point considere. Nous pouvons alors, dans ces hy- 
potheses, exprimer la dilatation lineaire unitaire d'un petit 
element mm' : 



mm. 



mm' 



(dx, 



soit 



33 



dx. 



"dxl 



9x„ 



(42) 



En supposant que cette fibre est uniquement en 
contrainte uniaxiale, nous avons, par analogie avec l'essai de 
traction : 

hi ' ^22 ' ~ VE 33 = v9 x l 
h2 = ^3 = E 31 = ° 

Done finalement les directions 1, 2, 3 sont direc- 
tions principales des deformations, soit : 



6x 



1 

= v9 x. 



(44) 



Les deformations etant du premier degre en x^, les 
conditions de compatibility (41) sont automatiquement verifiees 
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- Calcul_des_contraintes : 

Par les formules de Lame, on a 
a 1 = X8 + 2tfe 1 

= X (2v 8 x ± - 6 x ± ) + 2tf v8 x 1 



= [x (2v - 1) + 2t?v] ex 1 

= [ 2>J (2v - i) + v l 9 x -- 0 

L (1 - 2v)(l +v ) 1 + v J 



De meme pour a 2 . 
Done l o ^ =0 



(45) 



'2 

D'autre part : 



e 3 a — 
soit : = E e 



ir[ a 3 ~ v(a i ^s'] 



a j = - E 9x 1 



(46) 



- Eguations_d^eguilibre 

1) Equilibre indefini 

§tant la seule contrainte non nulle et ne depen- 
dant pas de x-jj les equations d'equilibre (1) sont verifiees si 
les composantes de 1* effort par unite de volume sont nulles. 

2 ) Equilibre aux limites 
• Surfaces laterales : 

Pour toute normale h perpendiculaire a l'axe 3, nous 
obtenons = 0 3 ce qui est la condition relative a une surface 
libre. 
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Bases 



Mo 



C3 



1 




0 2 


f 










<1 





Mi 



Pour que les conditions aux limites sur les bases 
soient verifiees, il faut que le moment applique a 1 ' eprouvette 
soit transmis par un effort reparti comme la contrainte . 

On peut alors dSterminer la relation entre&et M 2 . 



E e 



dS 



dS 



Or l'integrale represente le moment d'inertie 
de la section par rapport a l'axe 2. A noter que cet axe doit 
etre axe principal d'inertie afin que les contraintes ne 
donnent pas de moment sur l'axe 1. On a done : 



- E6 I, 



ou encore 



EI, 



(47) 
(48) 



La formule (46) nous permet egalement d' avoir la for- 
mule de la contrainte : 



a 3 = 



(49) 
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1.7. - ELASTICITE PLANE 

1.7.1. - Condition§_de_compatibilit| 

Nous allons supposer que le plan de contrainte est 
le plan 1, 2. Done en tout point du corps, on a : 

°31 = °32 = °33 = 0 ^°) 
et c^-p a 22 ,a 12 ne sont fonction que de x 1 et x 2 . 

Les lois de Hooke nous donnent alors : 

hi = ~h (a ll ' vo 22 } 

^22 = (a 22 " va ll ) 

"3 = — T (a ll + CT 22 ) 

E (51) 

2 . = ° 12 - 2(1 + v ) a 

G E 12 

2 e 23 = 2 e 31 = 0 

ce qui permet de dire que e 22 et E 12 ne sont au ssi fonc- 

tions que de x^ et x 2 - 

Nous constatons alors que la 4e et la 5e des con- 
ditions de compatibility (41) sont toujours verifiers. Les equa- 
tions 2, 3 et 6 expriment que les derivees secondes de e ^ doivent 
etre nulles ; on ne les prendra pas en general en consideration 
et on ne retiendra que la premiere : 

3 \l + 3 S 2 . 2 * 2 £ 12 (52) 



2 2 
3 3 x^ 3x^ 3 X2 

Celle-ci s'ecrit, en fonction des contraintes, compte tenu de (51) 

2 2 2 



A(a L1 + o 22 ) - (1 + v ) ( 1 ±± ♦ -3-^f-) = 2(1 ♦ v) 



x l x 2 3 x l 3 x 2 

(53) 
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Or les deux premieres equations d'equilibre (1) don- 
nent par derivation : 



2 2 

S o.. 3 a ip "X.. 
_= — ±i_ + ££_ + i— - o 



3 X, 



3X„ 



3 2 a. 



12 



sx^ x 2 



2 

3 a 3X_ 
+ i— - 0 



3 x. 



3x„ 



2 "~2 

La condition de compatibility (53) devient alors, 



avec (54) 



A ( c lt ♦ a 22 ) = - (1 ♦ v) ( 1 + 2 ) 



(55) 



lume X^ et X 2 . 



TrSs souvent on neglige les efforts par unit§ de vo- 
2 - 

(55) se simplifie alors pour donner : 
A ( + a 22 ) = 0 | (55) 



1.7.2. - Fonction_d^Airy_ 

Un probleme d'elasticite a deux dimensions revient 
done 5 determiner les trois fonctions a \\> 0 22' a 12 s^isfai- 
sant aux deux equations d'equilibre (5^) et l'equation de com- 
patibilite (55) ou (56), ainsi que les conditions aux limites. 

La methode habituelle utilisee pour resoudre ces 
Squations dif f§rentielles , consiste a introduire une nouvelle 
fonction *(x 15 x.,), appelee fonction de contrainte ou fonction 
d'Airy, dont on tire les contraintes par : 
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2 

3 $ 

11 2 
3 2 $ 

22 " "^7" 



3 2 * 



12 



3x 1 3 x 2 



(57) 



Si les forces volumiques sont nulles, nous pouvons 
remarquer que ces contraintes vSrifient les Squations d'equili- 
bre (5*0 quelle que soit la fonction $ . 

* doit done verifier la condition de compatibility 

(56). Or : 

a ll + °22 " — T + — ~ - A * 



3x„ 



3x, 



v l 2 
L'equation (56) devient done : 



a( a* ) =0 



ou en explicitant : 
3^ * 



+ 2 



s' 1 * 



ax., 



2 2 
3 x^ax^ 



3 ^ * 



3 x. 



= 0 



(58) 



(58') 



v l u "1 ""2 2 

Done la solution du prohleme est reduite a la re- 
cherche des solutions de (58) qui satisfassent aux conditions 
aux limites. 



1.7-3. - Exemp.les 

Nous pouvons chercher la solution de (58) sous for- 
me d'un polynome. Pour plus de simplicity, nous pouvons meme 
regarder ce que donne des monomes de degres differents et utili- 
ser le principe de superposition pour trouver une solution qui 
satisfasse aux conditions aux limites donnSes. 
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1) 2e degre 



Sinnous choisissons comme fonction de eontrainte, 



la fonction 



(59) 



1' equation de compatibility (58) est alors verifiee. 
Nous avons par ailleurs : 



= b 



11 3 x 2 2 

2 

a = a « 0 
22 2 

a = I = 

12 ■zx 1 3x 2 



(60) 



3 ff 



















r2 







Done nous avons un §tat de eontrainte uniaxiale, 
constant dans tout le corps ; ce sera, par exemple, le cas d'une 
plaque rectangulaire souraise a traction.;pure . Les conditions 
aux limites seront verifiees si 1' effort de traction aux extre- 
mites est reparti comme la contrainte . a 

- Si nous choisissons raaintenant comme fonction de 
contrainte, la fonction : 

$ 2 = 0 x i x 2 (61) 
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l'Squation de compatibility (58) est toujours verifi§e et nous 
avons : 



a n = 0 
a 22 = 0 

°12 * " C 



<62) 




Cet Stat de contrainte correspond a un cisaillement 
pur. Pour que les conditions aux limites soient virifiSes, 
il faut que les efforts de cisaillement soient uniformement rg- 
partis sur les cStes : 



2) 3e degre 



et on a 



Considerons la fonction de contrainte 
bx 3 



(63) 



L 1 equation de compatibility est toujours verifiee 



°11 


= bx 


°22 


= 0 


a 12 


= 0 



(64) . 





\ 






2 



C'est l'etat de contrainte correspondant a un etat 
de flexion pure. La encore, les conditions aux limites seront 
vgrifiees si les moments defflexion sont dus I des efforts rgpar- 
tis lineairement sur les extremites, comme la contrainte a 
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3) 4e degre 



Si nous prenons un polynome homgene du 4e degre 



bx 



* = 



2 4 CX 1 X 2 3 dx l 2x 2 2 ex l 3x 2 
IT" + 6 + 2 + 5 + —IT 



fx. 



(65) 



1' equation de compatibility n'est pas automat iquement satisfai- 
te ; elle conduit a la relation entre les coefficients : 



b + f + 2d = 0 

Etudions le cas particulier : 
3 

$ 0 x i x 2 

4 = : 



(66) 
(67) 



Les contraintes correspondantes sont : 



a n = c x a x 2 
°22 = 0 x J 



(68) 



j 


I 1 


] & 12 






i i 



d 12 



Dans une section droite, a ^ varie lineaiianent 
comme dans le cas de la flexion, mais son intensite est varia- 
ble en fonction de x-j^ ; c'est la repartition correspondant a 
une plaque encastree a une extremite et chargee a 1' autre. 
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Quant §. la iontrainte tangentielle, elle est constan- 
te sur les bords longitudinal ux et varie paaboliquement sur les 
extremites. Elle ne correspond pas a un essai bien particulier ; 
mais on pourra -associer a *^ une fonotion du type * 2 pour eli- 
miner ces contraintes tangentielles sur les bords longitudinaux. 

k) Exercice : 

En prenant pour * : 3 . 



etudier la flexion d'une poutre encastrie, chargee a son extr§ 
mit§ . 



= o x^^ x 2 + d 




h 



P 




1 



2 
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-CHAPITRE 2 - 



THEORIE PES POUTRES 

2.1. - GENERALITES SUR LES POUTRES 
2.1.1. - Definitions 




On nomine poutre un corps dont le volume est engen- 
dre de la maniere suivante par une surface plane (S) : 

- son centre de gravite G decrit une ligne conti- 
nue ^^2' P^ ane ou gauche, appelee ligne moyenne de la poutre 
ou axe longitudinal . 

- le plan contenant (S) est constamment normal H 
la ligne moyenne ainsi qu'5 la ligne decrite par chacun de ses 
points . 

- la surface (S) est supposee soit invariable soit 
a variation' faible et progressive (poutre & inertie variable) 
et ses cotes sont faibles par rapport I la longueur de la ligne 
moyenne. 
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- si la ligne moyenne est courbe, elle a, en cha- 
que point, un rayon de oourbure grand par rapport aux dimen- 
sions de la section. 

La. surface (S) s'appelle section droite de la pou- 

tre . 

Uner f ibre est une partie infiniment petite de la 
poutre dont le volume est engendree par un element dS de S. 

Lorsque la ligne moyenne est plane, on a une pou- 
tre plane ; dans ce cas, le plan contenant la ligne moyenne est 
appele plan moyen . Lorsque la ligne moyenne est une droite, on 
a une poutre droite . 



2.1.2. - Tgraeur_de_g|ucbe 




Soit une poutre de ligne moyenne G^ 1 ^' en squili- 
bre sous 1 'action de forces extSrieures. Considerons la partie 
de cette poutre limitee par l'extremite G^ et une section droi- 
te quelconque G. On appelle torseur des forces de gauche ou 
torseur de gauche , le torseur des forces appliquSes sur la 
partie isolee G^G de la poutre. 

Considerons en G un systeme d'axes trirectangles 

1, 2, 3, l'axe 3 etant tangent 3 la ligne moyenne, les axes 

1 et 2 etant done dans la section droite. 
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Le torseur de gauche (variable avec G) peut etre caractSrise en 
G par : 

- sa resultante g£nerale R, de composa n tes sur 

1, 2, 3 : 



R 

(1,2,3) 



T l 

T I efforts tranchants 
N effort longitudinal 



son moment resultant en G, C Q , de composantes 



sur 1, 2, 3 : 

M 



C G 
(1-2,3) 



1 } moments flechissants 
Mj ou M t moment de torsion 



Les variations de ces diff^rentes composantes, en 
fonction de la position de G sur la ligne moyenne, forment les 
diagrammes fondamentaux du torseur de gauche. 

Remarque : on aurait pu choisir d'isoler la partie droite GG 2 
de la poutre. Pour une pooti-e en equilibre, il est evident que 
les torseurs de gauche et de droite sont opposes. 

2.1.3- - Ljaisong 

Pour pouvoir faire 1' etude du torseur de gauche, 
il faut d'abord etudier et schematiser les actions dues aux 
liaisons de la poutre avec l'exterieur. 



1) Encastrement 

L' encastrement est une liaison qui empeche tout 
mouvement relatif de la section encastree par rapport au corps 
realisant 1 ' encastrement . 
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7/ Gl 




2 



G 2 



1 



Schematisation 



Le torseur des actions de contact se reduit en G 



a une rSsultante R (reaction d 1 encastrement ) et un moment r§- 
sultant "c (moment d ' encastrement ) . Dans le cas general, chacun 
de ces vecfceurs a 3 composantes ; il y a done 6 inconnues a 
determiner pour connaltre ce torseur d 1 encastrement . 

Dans le cas particulier d'une poutre plane chargee 
dans son plan, le torseur d' encastrement, opposS au torseun 
des forces appliquees, a obligatoirement sa resultante dans le 
plan de la poutre et son moment resultant perpendicuTaire a ce 
plan ; done au total, il y a 3 composantes inconnues. 

2) Articulation spherique ou rotule 
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II y a rotule si la poutre peut pivoter autour d'un 
point fixe, centre de la rotule spherique. Si l'on fait l'hypo- 
these que les frottements sont negligeables , les actions de con- 
tact passent toutes par le centre de la rotule et sont done equ 

— ► 

valentes §. une force unique R passant par ce point. La rotule 
fait done intervenir, dans l'espace s 3 inconnues qui sont les 
composantes de_R. 

3 ) Articulation ou appui eylindrique 
- Ag2yi_fixe : 

II y a articulation eylindrique si la poutre peut 
pivoter autour d'une droite fixe^ Si les frottements sont negli- 
geables 3 les actions de contact se reduisent a une force pas- 
sant par cet axe et normale a cet axe. 

Done, 1' appui eylindrique donne une r§action avec 
seulement deux composantes inconnues. 
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L' action du socle sur l'appui se rgduit a une force 
normale a la surface du socle. Pour que l'appui soit en equili- 
bre, il faut done que les actions de l'appui sur la poutre se 
reduisent egalement a une telle force. 

Done l'appui glissant donne une reaction normale a 
la surface d'appui ; il n'y a qu'une composante ineonnue. 

2.1.4. - Classif ication_de§_s^st|mgs 

1) S ystemes isostatiques 

2t£iDi£i22 : on qu'un systeme est statiquement 
determine ou isostatique lorsque les seules equations de la 
statique permettent de calculer les actions de contact avec 
l'exterieur et le passage des efforts a. l'interieur de la struc- 
ture. 

Exemples : 




Poutre sur appuis simples , 
avec chargement plan : 3 
equations et 3 inconnues. 



Poutre encastree : 6 equations 
et 6 inconnues (3 equations 
et 3 inconnues dans le cas 
du chargement plan) 



Poutras articuleas planes : 
6 inconnues et 6 equations 
(3 par poutre) . 
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syst eme tnangule plan 



: l'equilibre global du sys- 



teme nous perrnet de caleuler les reactions en A et B. Le syste- 
me est dit isostatique externe. Pour qu'il soit isostatique in* 
terne, il faut en plus pouvoir determiner les efforts dans les 
barres. Or, dans les hypotheses classiques des systemes trian- 
gulSs articules et charges aux noeuds, chaque barre est soumi- 
se uniquement a un effort longitudinal de traction ou compres- 
sion. En ecrivant l'equilibre d'un noeud, on pourra done dSter- 
miner les efforts dans les barres arrivant I ce noeud s'il y 
a au plus deux efforts inconnus. Le systSme sera done isostati- 
que interne si on peut le deerire noeud par noeud, en ayant 
chaque fois au plus 2 ineonnues. Par exemple, dans notre cas, 
on peut determiner les efforts dans toutes les barres en partant 
du noeud A (AB et AC) puis C (CE et CD), puis D (DB, DE) et E 
(EB). II est done isostatique. La resolution graphique d'un tel 
systeme conduit au trace du Cremona . 



B 




Pi 



A 
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2 ) Systemes hyperstatiques 

2l£i2iti22 : on Qu'un systeme est statiquement 
indetermine . ou hyperstatique si les seules equations de la sta- 
tique ne permettent pas de calculer : 

- les actions de contact avec l'exterieur ; il s'agit 
alors d'hyperstaticite externe ; 

- le passage des efforts 5 l'interieur de la struc- 
ture ; il s'agit alors d ' hyperstaticite interne. 

Un systeme peut etre 8 la fois hyperstatique interne 
et externe. On appelle degrS d' hyperstaticite, le nombre d'incon- 
nues surabondantes par rapport au nombre d' equations donnees 
par la statique. 

gjjgnjEles : 

Poutre continue : 5 incon- 
nues et 3 equations ; done 
systeme hyperstatique exter- 
ne de degre 2. 






Poutre ou arc bieneastre 
plan : 6 inconnues et 3 
equations ; done systeme 
hyperstatique externe de 
degre 3. 

Cadres et anneaux : les 
equations d'equilibre sont 
verifiees si les 2 charges 
sont directement opposees. 
Mais pour connaitre le pas- 
sage des efforts dans la 
structure, il faut connaitre 
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le torseur de gauche en un point. Done dans notre cas plan, il y 



a 3 inconnues supplementaires 
interne de degre 3. 





F 



done systeme hyperstatique 



Structures composees : 
la structure continue ci- 
contre presente un cadre 
done une hyperstaticite in- 
terne de degre 3, a.insi 
qu'une hyperstaticite exter- 
ne de degrS 3 ; done au to- 
tal, e'est un systeme hyper- 
statique de degre 6. 



2.1.5. 



Diagramraes_f ondamentaux 



Comme nous le verrons plus loin, il est essentiel de 
determiner, pour le calcul des contraintes, les diagrammes fon- 
daraentaux, ou plus precisement les valeurs extremes de ceux-ci. 



1) Poutres droites 

Nous allons demontrer des' relations entre le coef- 
ficient de charge q(z), 1' effort tranchant T et le moment fl§- 
chissant M pour des poutres droites soumises a des sollicitations 
planes normales aux poutres. A ce sujet, definissons d'abord ce 
qu'est un coefficient de charge : q(z) est, lorsqu'il y a une 
charge repartie sur la poutre, l'intensite de cette charge a la 
cote z. C'est done une charge par unitg de longueur qui s'expri- 
mera par exemple en daN/m. q(z) peut etre une fonction quelcon- 
que de z ; en particulier si q(z) est une constante, on dit qu'on 
a une charge unif ormement repartie ; si q(z) est du premier de- 
gre et s'annule £ une extremite de la poutre, on dit qu'on a 
une charge triangulaire. . . On peut d'autre part demontrer que, 
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du point de vue de la statique, une charge repartie est Squiva- 
lente a une charge concentrie paralldle S la charge repartie, 
egale §. la surface du diagramme representant la charge repar- 
tie q (z) et passant par le centre de gravitg de cette surface. 

Considerons maintenant un element dz de la poutre 
sur lequel s'exercent ni charge concentrSe, ni couple concentre 1 
mais seulement une charge repartie q(z) qui peut etre consid§r«§e 
comme constante sur 1' element dz. 

q(z) 



0 


M 


TTTTT 


M+dM 




T 

z 


dz 
• • 


T+dT 


* 





A la cote z, 1' effort tranchant et le moment fle- 

chissant sont T et M ; a la cote z + dz, ils sont T + dT et 
M + dM. 

Si on calcule 1" effort tranchant en z + dz, on a 

alors : 

T + dT = T + q(z) dz 
d'ou on tire : 



dT 
dz 



= q(z) 



(69) 



La dSrivee de 1' effort tranchant est le coefficient 

de charge . 

Si on calcule maintenant le moment flechissant en 
z + dz, on obtient : 

M + dM = M - Tdz - qdz y 

soit, en negligeant l'infiniment petit du 2e ordre : 



dM 
dz 



(70) 



La derivee du moment flSchissant est egale 5 l'oppo - 
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En consequence, nous pouvons dire que 1' effort fcran- 
chant presentera un extremum lorsque le coefficient cie charge 
va s'annuler et que le moment flechissant presentera un extre- 
mum lorsque 1 ' effort tranchant va s'annuler. 

Ce raisonnement a ete fait sur une partie de la 
poutre oil ne s'appliquent ni charge ni couple concentre. Dans 
le cas contraire, il est evident que 1' effort tranchant ou le 
moment flechissant presentent une discontinuite. 

Exemples : 

- Poutre sur appu i s simples avec charge concentre e 
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Tout d'abord, les equations d'gquilibre donnent les 



riactions : 



Pb 



et R. 



Pa 



D 



Les diagrammes T et M peuvent alors etre traces 3 
vue ou determines par integration des equations (69) et (70) 
comme suit : 



z 


0 




t 


1 


q 


0 


0 


T 


c l 


C 2 


M 


- C 1 z + C 3 


- C £ z + C 4 



La determination des constantes se fait par les va- 
leurs particuliSres de M et T aux limites des zones d' integra- 
tion, lei, on a : 



c t = R G ; c 2 



R D ; C 3 = 0 et C 4 



-R D 1 



Poutre sur appuis simples avec charge uniformement repartie 

q= cons tan te 



D 



x 

si 

2 



llIfflTfTTTrm^, 


! z 




uu ^Jii]l|{ 


i 

! * 




III! ' 





M 
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Les equdions d'equilibre nous donnent les reactions : 



R, 



G 



Rt- 



ql 



Par integration de q, on a T et M : 
0 1 



qz + C 1 = q(z — ) 



- q <-| if-) + C, 



avec C 2 = 0 puisque M = 0 pour z = 0 ou z = 1. 

Remarquons que M est maximum pour T = 0, soit 



z = 



Exercices : 



Tracer et coter les diagrammes des efforts tranchants 
et moments fl§chissants pour les cas suivants : 



1) 

% 


, a 


p 


p 

a . 






i 



2) 



q= const ante 



D 
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2) Foutres continues ou poutres courbes 

Les relations 69 et 70 ne sont plus valables. 
Nous ne donnerons pas de methodes generales et les diagrammes 
seront traces sn regardant, sur chacune des parties de la pou- 
tre, I' evolution du torseur de gauche, sans oublier l'existence 
possible de 1' effort longitudinal et du moment de torsion. 

Exercices : Tracer les diagrammes fondamentaux dans 

les cas suivants : 
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2.1.6. 



Etu^e _des_cgntraintes 



Hypothese de Saint-Venant : l'axe 3 etant l'axe 
longitudinal de la poutre, on niglige les oomposantes a^, 
et • 

Done, il suffitj pour determiner la matrice des con- 
traintes, de determiner le vecteur a^, c ' est-a-dire les contrain- 
tes dans une section droite. Cette matrice a done la forme : 



[4 



o 

0 

L°i3 



o 

0 

'23 



13 

'23 
33 



(71) 



Consequences 



1) Contrainte sur une facette longitudinale 




Pour une facette parallele 
a l'axe 3 5 le vecteur 
a_ comme composantes : 



a 31 ah l + °32 all 2 



(72) 



Done sur une facette longitudinale 3 il ne peut exis- 
ter qu'une contrainte tangentielle parallele a 3. C'est la cis - 
sion longitudinale . 
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2 ) Elements principaux 

En un point P d'une pou- 
tre, nous avons : 

- une contrainte normale 

0 - °33 

- une contrainte tangentiel- 
le t resultante de a^^ et a ^ 

En ce point, la direction 
de la section droite, nor- 
male § t j est done direc- 
tion principale et la 
contrainte principale cor- 
respondante cr^ est nulle. 
Autrement dit, la facette parallele au plan (o,t ) est exempte 
de contraintes ; on est toujours dans un etat de contrainte 
plane. 




21 



^^^^ 



^^^^ 



Dans le plan (a, x ), 
notg ici (l',2'), les con- 
traintes sont : 



'2*2' 
' 1'2* 



= c 
= 0 



Les formules generales des contraintes principales 



(voir lere partie) nous donnent a lors 
_ - . o , 1 iA2 



+ it 



+ it 



(73) 



Notons que l'on a toujours : 

a ^ ;> 0, <?2 ^ ^ et CT 3 = 
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3) Criteres de resistance : Le point representatif est dans 
le quatrieme quadrant. 
Critere de Rankine : 




La condition de resistan- 
ce va s'ecrire : 



Si 



°2\ < _V 



a ^ 1./ 2 . „ 2 
a l 3 2 + 2 V CT + 4t 



(74) 



2 ' ~ 2 



\/a 2 + 4 T 2 |<:a E , 



(75) 



Critere de Tresca 




La condition de resistance 
est : 

a 1 " CT o ^ 



'2< "fe 



soit 



(76) 



La quantity du ier raembre s'appelle la contrainte 
equivalente de Tresca, dans le cas particulier des poutres. 
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Critere de Von Mises 




La condition de resistan- 
ce est : 

2 2 2 



obtient 



ou 



remplagant <* 1 et par leurs valeurs (73), on 



2 2 2 

' + 3 T 



° + 3 t < o. 



(77) 



Le premier raembre est la contrainte gquivalente de 



Von Mises. 



Critdre de Stassi 

La contrainte equivalente de Stassi s'ecrit, dans 
le cas des poutres (voir ldre partie) : 

3Pt 2 ] (78) 

OU O'. 



equ 



{ 



(p _ 1) _L_ + / ( p+ i) 2 a 



E 



La condition de resistance est par definition 



a equ < °E 

Rappelons que dans le cas oCl p= 1, nous retrouvons 
le critere de Von Mises. 
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2.1.7. - Eguatiops.dleguilibre 

Nous allons §crire que, pour une section droite 
quelconque, le torseur forme 1 par le torseur de gauche, plus 
les efforts dues aux contraintes de la section droite, est un 
torseur nul. 




RSsultante nulle 



T + 



f° 

t * + 1; 

N + Jo 



dS = 0 



dS = 0 



dS = 0 



(79) 
(80) 
(81) 



Moment resultant nul 



soit 



Vectoriellement, on a en G : 
C^T + y*GP*/v"*^dS = 0 



1 + ^ X 2 a 33 



dS = 0 



•2 Jfl°33 dS -° 



M t + 



'32 x 2 a 31 } dS ° 



(82) 
(83) 
(84) 
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Ces equations ne sont pas suffisantes pour determi- 
ner les contraintes car on ne connait pas leurs variations dans 
S. 

2.1.8. - Etude_de_la .deformation 

HypothSse de Bernouilli : Les sections droites res- 
tent planes au cours de la deformation. La deformation de la 
section dans son plan est nSgligeable. 

La deuxieme partie de cette hypothSse revient 5 con- 
siderer que le coefficient de Poisson est nul. 

1) ge2lacement_d^ensemble_d^une_goutre (Pormules de Bresse) 

Nous allons calculer le deplacement de en fonc- 
tion de celui de G 1 et de la deformation de la poutre G^Gj • 

- Effet du deplacement de G 1 : 

Si la section G^ subit une translation 4G^ et une 
rotation 8 1 , la section G 2 va se diplacer d'une translation 
A G 2 et d'une rotation e 2 telles que : (la poutre etant suppo- 
seeindgformable) : 

S = AG 1 + A G 1 G 2 



2 - 9 1 



(85) 

Effet de la deformation de la poutre : 



En un point G quelconque de G-^G^, nous allons noter 
^ la translation par unite de longueur et "9* la rotation autour 
de G par unite de longueur, dues a la d§formation de la poutre. 

Done la deformation d'un element ds de la poutre va 

donner a la section G 2 un deplacement : 
, — -» -> — » 
)i G 2 = *ds + 6ds A GG 2 



(86) 

2 = 8ds 

Pour avoir le deplacement de G 2 du a la deformation 
de la poutre G^G 2 , il suffit d'integrer ces expressions : 
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A 5, = X ds + 9 ds A GG_ 

G 1 G 2 G 1 G 2 



e ds 



(87) 



G l G 2 



En ajoutant (85) et (87), nous aurons le deplace- 
ment total de G„ : 



A G 2 = AG 



G 1 G 2 

Ce sont les formules de Bresse. 



\ + 9~%G..G3 + ~x ds + ~9*d 

1 + ^ 



SAGG C 



eds 



'12 



(88) 



2) 2l£2ESS£i22_EliS§ 




Considerons un element ds de la poutre, limite" par 
deux section G et G. Apres deformation, la section G vient en 

o 

G'. Pour passer de G a G', nous avons : 



- une translation X ds 



X^s 
Xjds 
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une rotation 



~9%: 



9 ds 

8 2 ds 

9 ? ds 



autour de G. 



Done un point m de la section G, de coordonne'es 
et Xg, va venir en m' tel que : 







-» — V 


mm 1 = 


Xds 


+ 9ds A Gm 




X 1 ds 


- x 2 9 ^ ds 


mm' 


^ ds 


+ x 1 9 3 ds 




ds 


+ (x 2 9 1 - 



so it 

CohsidSrons maintenant une direction Ti en m. 
T? coupe la section droite G Q en m Q . Appelons dl la longueur 

m n m. Nous pouvons calculer 1 ' allongement de cet Element dl : 

— * ~ ► 
dl e. . r mm . h 
tin 

= ( X. -X 0 9 , )dsah. + ( X- + X..9 , )dsah- + (X T + X,9 . -X.,9- )dsah 



*1 A 2°3 
ds 

d'oil l'on tire, puisque 



"2 T 3 



3 A 2°l A 1 D 2' 



3T = ah 3 : 



e hh = ( x 1 " x 2 e 3^ ah i ah 3 + (^ 2 +x i 9 3) ah 2 ah 3 + ( x 3 +x 2 9 1 " x^g^ 0 h 3 

En comparant avec la formule generale (voir lere par- 
2 

. + 2 e 12 a a h 2 + . . . 



tie) : 



£ hh 


e 11 ahj + . 


Lt les 


composantes 


11 


0 


e 22 = 


0 


/ e 33 = 


X 3 + 9 1 x 2 


2 t 12 


= 0 


2 e 23 


= X 2 + X l f 


\ 2£ 31 


= X a - X 2 6 



9 2 X 1 



(89) 
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2.1.9. - Forfflules_g|o|cales 

1) Contraintes 

Des formules (89), nous pouvons passer aux contrain- 
tes, oompte tenu de 1'hypothdse de Bernouilli ( v = 0) : 



11 
22 



(90) 



12 
23 
'31 



G (X 2 + X-jS-j) 
G (X a - * 2 9^) 



Nous pouvons remarquer que l'hypothese de Bernouil- 
li sur les deformations implique celle de Saint -Venant sur les 
contraintes . 



2) §2!iations_d^eguilibre 

Nous pouvons reprendre les equations d ' equilibre 
(79) a (84) et les expliciter en fonction des 6 inconnues 
Aj, X 2 , Xj et e^, 8-,, 8^ qui seront les inconnues du problSme. 



T 1 + f G (X 1 -x 2 9 3 ) dS =0 

T 2 + J' GU 2 + V 3> dS 
N + / r E(X 3 + V 1 " x l 
M l +1 Ex 2 (X 3 + X 2 9 r x l 9 2 )dS 



0 

,) dS 



(A 3 + x 2 9 1 - x 1 9 2 )dS = 0 



(91) 

(92) 
(93) 
(94) 

(95) 



M fc 4 



X 1 (X 2 + X-^-j) - X 2 ( X 1 ~ X 2 8 j) 



dS = 0 



(96) 

Les equations (93), (94), et (95) vont permettre de 

calculer 9. , 8 _ , et A, d'oQ nous allons tirer a-,. 

123 33 
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Done nous pouvons dire tout de suite : 
a 33 = f (N, M 1 , m 2 ) 



(97) 



De meme les Equations (91), (92), et (96) vont donner x ^, x 2 
ete^. D'ou les oontraintes tangentielles : 



3 31 
J 32 



= g (T a , T 2 , M t ) 



(98) 



2.2. - CALCUL PES CONTRAINTES NORMALES 

2.2.1. - Ragpel_§ur_le§_inerties.de_sucface 
1) Definitions et notations 



2 




\ 










\0 





Par definition, le moment d'iner- 
tie d'une surface S par rapport 
a 1'axe 1 est 

j - r _ 2 



>ar r 



x 2 " dS 



(99) 



et par rapport a l'axe 2 : 
I 22 = f x„ 2 dS (100) 



est : 



Le produit d'inertie par rapport aux axes (1, 2) est 
I 12 = x 1 x 2 dS (101) 

Le moment d'inertie polaire par rapport au point 0 

2, 



C o = L * 2 dS = / (x l 2 + x 2 



) dS 



(102) 



Remarques : a) on a la relation 



X o - X ll + X 22 



(103) 



b) si 1 ou 2 est axe de symetrie de S, on a : 
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2) Trans2ort_des_inerties (theoreme de Huyghens) 




Si 1* et 2' sont les axes paral- 
leles 3 1 et 2 et passent par 
le centre de gravite de S, on 
a les relations suivantes : 



hi 




1' 


+ 


Sx 2G 


I 22 


- h 


2' 


+ 


Sx lG 


X 12 


= h 


2' 


+ 


Sx 1Q x 2Q 



(104) 



3) BQtatiQD_dgs_axes 




Soient h et t les axes deduits de 1,2 par une rota- 



tion 0 . On a 



h = x^ cos e + x 2 sine 
t = -x 1 sine + x 2 cose 



(105) 



d'ou on tire : 
I 



hh 



= J" (-x^ sin 6 + 



x 2 cose ) dS 



ou encore : 



L hh 



2 2 
1 11 C0S 9+ I 22 Sln 9 " 2I 12 Sln9 C0S 9 

111 — 22 + _ 11 I 22 cos 2 e - I 12 sin 26 (106) 
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De meme : 



ou encore 



I ht = J ^ x i oos 9 + x 2 sin 9 ) (-x.^ sine+ x 2 cos e)dS 

2 2 

= sine cose - I 22 sine cos e+ I 12 ( cos e-sin 



I ht = ^2 22 sin 29 " I 12 cos 2 9 (107) 



Nous pouvons remarquer que, du point de vue formel, 
il y a analogie avec les contraintes ou les deformations : 



I, 



htf ' t hh' ' hh 



I, 



ht * ' e -ht" ' ■ l ht 

Done nous pouvons reprendre les formules utilisSes 
dans la recherche des elements principaux des contraintes ou 
des deformations et les appliquer aux inertieS. 



*0 EiI m §Q£s_p.rincip.aux (centraux) 




Par analogie avec les contraintes, il existe 2 di- 
rections perpendiculaires telles que le produit d'inertie cor- 
respondant soit nul. Ce sont les directions principales d'iner- 
tie ou axes principaux d'inertie x^ et ou X^ et X 2 . 
Les moment d'inertie correspondants sont les moments principaux 
d'inertie et 1^' ou I Xl et Ijr,,. s i les axes ont leur origine 
au centre de gravite de la surface, ces elements principaux sont 
dit centraux. 
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La recherche des elements principaux se fait com- 
me pour les contraintes : 

- Mithode algebrique : les directions principal.es sont donnees 

" 2I 12 

par : tg 2 tf = — — (108) 

1 11 " I 22 

L' angle f correspondant au moment d'inertie madmum 
est tel que cos 2 soit du signe de 1^ - Ijj- 

Les moments principaux d'inertie sont : 



_ I ll + X 22 l\/~77~ " ,2 ' , , 2 
1 + 2 V (I H " X 22 } + 4 X 12 

x ; x dog) 

t , - 11 22 - I \/fi - I } 2 + 4 I 2 
1 vf ' " 2 2 V U ll X 22 J + 4 i 12 

- Methode graphique : (cercle de Mohr) 
Probleme 1 : On connait , X^' , 1^ et 1^' 




On peut construire le cercle de Mohr des inerties 

en portant : 

jOA^ = 1^ 

On en deduit, pour une direction h quelconque : 
\l hh " °" H - 
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Probleme 2 : on connait 1^, I 223 I 



12* 




-Iht 




On peut tracer le cercle de Mohr en portant : 



0H 2 = I 22 

d'oQ le centre I, milieu de H 1 H 2 . 

Puis on obtient le point en portant : 

H„m, = -1. 



'11 



L 12* 



On peut alors tracer le cercle ; on en dSduit les 
moments principaux d'inertie : 
I vf = OA\f 
I \p' = OA v^' 

ainsi que les axes principaux par 1' angle <c 1> 



Remarques 



a) La quantite I 1:L 1 22 



I 12 est invariante dans 



une rotation des axes autour de 0 et vaut done I„ I v . 

A-^ A 2 



En effet, la puissance de 0 par rapport au cercle 



de Mohr est 
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d 2 _ R 2 _ ^11 + Z 22 ^ 2 _ ^11 I 22 ^ 



+ I 



12 



1 11 I 22 " I 12 



et c'est un invariant. 

b) Un axe de symetrie de la surface est toujours axe 
principal d'inertie. 



5) Exercice : 

On considere le profil de la figure suivante, forme 

par deux UPN 120 x 55. 

On donne pour un profil UPN 120 x 55 : 

' T = 364 cm 4 
l 

I Y = 43,2 cm 4 
2 

S =17 cm 2 




120 



En d§duire : 1) Le centre de gravit§ G 

2) I ll5 I 22 et I 12 

3) Les elements principaux centraux. 
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2.2.2. - Fgrmules_generales 
1) Calcul de x-j, e^^ et e 2 

Reprenons les formules (93), (9 1 *) et (95) : 



, N + ( E ( X 3 + x 2 e 1 - 8 2 ) dS = 0 

S 



+ J Ex 2 (X- 5 + x 2 8 1 -x 1 8 2 )dS=0 

M 2 - J Ex 1 (x 3 + x 2 8 1 -x 1 e 2 )dS = 0 
La premiere equation s'integre : 

N + E X 3 J dS + E 6^ x 2 dS - E 8^ x_ L dS = 0 

Les 2 derni§res intggrales sont des moments stati- 
ques par rapport a des axes passant par le centre de gravitS ; 
elles sont nulles. 

D'oH : 

X 3 = ^J- (110) 
La deuxieme equation donne : 

M 1 + Ex^y x 2 dS + Eejjf x 2 2 dS - E 8 2 J dS = 0 

La premiere intggrale est nulle, la deuxieme est I^s 
la troisieme est I^ 2 . D'ou : 

M 1 + E e 1 I lt - E 8 2 I 12 = 0 (110 

De meme, la troisieme equation donne : 



E bf s X l dS " E6 l^ X l X 2 dS + E9 s( X l 2dS = 0 



soit : 

M 2 - E 9 1 I 12 + E 8 2 I 22 = 0 (112) 
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En resolvant en 8 et 9^ , on obtient finalement : 



E 6 



E e 



m ± i 22 + m 2 i 12 



I ll I 22 



L 12 



M 2 I n + Ml I 12 



I 11 I 22 



L 12 



(113) 



2 ) SSlSUi_^g_i§_£2S£E§iD5§_S2£l!§lS 

Nous avons vu (90) que : 
a 33 = E( X 3 + - e 2 x 1 ) 

d'oilj avec les valeurs trouv§es pr§cedemment, : 



u 33 

Cas particulier 



N 
S 



M 1 I 22 * Vlg .. , M 2 X 11 + M i r i2 „ 

: 2 x 2 ~ ; ; 2" x i 



I ll I 22 



l 12 



I 11 I 22 



"12 



(114) 




Si on se place dans les axes 
principaux d'inertie, les for- 
mules precedentes se simplifient 



E 9 



E 9 



1 ? 

x 2 + TT- x i 



(115) 



(116) 



(117) 
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2.2.3. - TraotioD_pure (ou compression pure) 

Si la poutre supporte un effort longitudinal seul, 
c'est-I-dire si H / 0, M t = Mj = 0, la formule (111) donne : 

(118) 



33 



N 

S 



L'allongement correspondant est 

N 



33 



X 3 



ES 



(119) 



2.2.4. - PlexjQn.gure 

1) Pormules_de_base 

Placons nous dans le oas ou N = 0 et M^Mg * 0 
Dans deux axes (1,2) quelconques, la contrainte normale due H 
la flexion s'Scrit (formule 114) : 



. M 1 J 22 + M 2 I 12 ,. , Vll + M 1 Z 12 „ 
33 " " z x . z 2 X 2 + _ 2 X l 

x ll 22 x 12 x ll 22 x 12 



(120) 



ou, si les axes (1,2) sont les axes principaux d'inertie (X^jXg) 
de la section : 



33 



Cas particulier 



M.. 



x 2 + 



(121) 



X, 



n "2 

Poutre plane chargge dans son plan 
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Supposons que l'axe situe dans le plan de la pou- 
tre et du chargement est axe principal d'inertie. 

Seul M v existe et la contrainte s'ecrit : 



33 



(122) 



C'est la formule couramment rencontree dans les 
formulaires de resistance des materiaux. 

La rotation par unite de longueur est : 



e 



x 2 = - 



E I, 



(123) 



L'axe de flexion est l'axe portant la rotation 9. 
lei, seule la composante sur existe. L'axe Xg est done l'axe 
deflexion. Nous pouvons remarquer que sur cet axe, = 0. 

D'autre part, l'axe de flexion est confondu avec 
l'axe portant le moment flechissant ; la flexion est dite prin - 
cipale . 

2 ) E2iiii°0_de_l^axe_de_f lexionA_dans_le_cas_g|neral 

L'Squation de l'axe de flexion 
est : fl 

:« (124) 




soit 



x 0 9 



8 



1 " X l 9 2 = ° 



Equation qui correspond egalement 
a : 

' 53 = 0 (125) 



Mais dans le cas g§n§ral, cet axe de flexion n'est 
pas confondu avec le moment flechissant ; on a de la flexion 
d§viee. 
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En fonction des composantes du moment flechissant, 
l'§quation (124) s'icrit : 



M 2 T 11 + ^12 
*1 Z 22 + M 2 I 12 



(126) 



Cas particulier : 

Si le moment flechissant est ports par l'axe 1, 
alors M 2 = 0 et l'axe de flexion (i ) a pour Squation : 
I. 



12 



I 22 1 



(127) 



Nous pouvons determiner graphiquement cet axe de 
flexion a l'aide du cercle de Mohr des inerties. 





En effet, si nous joignons l'origine 0 au point m^, 
caracteristique de la direction 2, nous avons, dans les axes 
servant a la construction de Mohr, une droite de pente I ^2^ I 22 ' 
c'est done l'axe de flexion, en faisant colncider l'axe 1 avec 
l'axe portant Ijjh' 



3 ) E2£l5Ules_de_la_f lexion_gure_ragp.ort 

Raisonnons dans les axes principaux. 
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On a, si on appelle a ^ et 
les cosinus directeurs de A : 

(128) 



X A = \ a l * \ a 2 



D 1 autre part, on peut ecrire 
8 X„ 



9 X 2 - 9 A • ° 2 



(116) 



Done on a successivement, oompte tenu de (115) et 



EI Y a. 
x l 1 



EI V a 0 
X 2 2 



(129) 



Orientons l'axe A dans un sens quelconque et ap- 
pelons M A la projection de sur A~*. (129) s'Scrit encore : 



soit : 



E I 



E I 



(130) 



La contrainte en un point P quelconque s'ecrit : 



' 3, = " (X 2 \ " 



= E 6 A (X 2 a a - X a a 2 ) 



(131) 
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Notons v l'axe faisant 1' angle - —5— avec a . 
v a done comme cosinus directeurs (cigj-ci^) et (131) s'ecrit : 



<, 33 = Ee A (- G?\v) 



E9, v 

A 



(132) 

oQ v est la projection de G? sur v. 

Compte-tenu de (130), la contrainte s'eorit encore : 



33 



(133) 



4) Exercice : 

Pour le profil en double Studi§ en (2.2.1), on 
suppose que le moment flechissant est portg par l'axe 1. 

1) Determiner algStziquement et graphiquement l'axe 
de flexion A . 

2) Calculer alg§briquement et graphiquement I A . 

3) Calculer le moment flechissant maximum que peut 
supporter ce profil, la resistance pratique du materiau Stant 
de 14 hbar. 

2.3. - CALCUL PES CONTRAINTES TANGENTIELLES 
2.3.1. - PQrniuies_gf ofraleg 

Reprenons les equations d'equilibre (91), (92) et 



(96). 



+ J" G ( \ t - x 2 8 3 ) dS = 0 
T 2 + J" G ( ^ + x 1 9^) dS = 0 

M t + J G ( ^ + x 1 9 3 ) - x 2 (X 1 - x 2 9 3 )J dS = 0 

L' integration de la premiere nous donne : 
T l + G X l f dS " Ge 3 f x 2 dS = 0 

J s J s 
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Soit, puisque la 2e integrale est nulle 



GS 



(134) 



(135) 



De la merae fagon, la 2e equation donne : 

x .--5- 

A 2 GS 
Enfin, la 3e equation s'ecrit : 

M t + GX 2.f X l dS " Qx iJ" x 2 dS + G Sf ( x i 2+x 2 2 ) dS = 0 

s 

Les deux premieres integrales sont nulles, la 3e est 
le moment d' inert ie polaire Iq. Done : 



M, 



GI 



(136) 



G 

d'ofl les oontraintes tangentielles d'apres (90) 



'31 



32 



T M 
1 t 



Mt 



(137) 



2.3-2. - Flexign_simple 

La sollicitation de flexion simple est la sollici- 
tation couramment rencontree dans les poutres, oil les moments 
flSchissants sont accompagnes d' efforts tranchants. 

Nous avons vu comment calculer les contraintes dues 
aux moments f ISchissants. Les contraintes tangentielles dues 
a 1' effort tranchant sont, d'apres (137) : 



31 



32 



S 



(138) 
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Les contraintes tangentielles sont done constantes 
dans toute la section de la poutre. En fait, cet §tat de contrain- 
tes ne peut exister dans une poutre dont la surface est libre 
et ces formules ne donnent qu'une valeur moyenne de la contrain- 
te tangentielle dans la section. 

En effet, plagons-nous, par exemple, dans le cas 
d'une poutre 5 section circulaire, soumise a un effort tran- 
chant T^. (138) donne une contrainte tangentielle 0 ^ =-T^/S 
constante dans la section, done en particulier 5 la partie su- 
perieure (ou inferieure) de la section. Or par reciprocity des 
contraintes tangentielles, cette contrainte ne peut exister si 
la surface est libre. De facon plus generale , on ne peut avoir 
de composante de la contrainte tangentielle, normale au contour. 
La contrainte tangentielle totale doit etre tangente au contour. 




Les formules (138) ne donnent done qu'une valeur 
moyenne de cette contrainte ; ceci est du au fait que les hypo- 
theses faites dans la thSorie des poutres sont trop restrieti- 
ves. En particulier, une section droite ne doit pas rester pla- 
ne mais va presenter un leger gauchissement . 
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En fait, pour une poutre dont la longueur est gran- 
de par rapport aux dimensions transversales , ces contraintes 
tangentielles sont tou jours nSgligeables par rapport aux contrain- 
tes normales de flexion. 

Exercice : 

Soit une poutre droite sur appuis simples, chargee 



en son milieu. 



P 



La section est rectangulaire, de hauteur h, de lar- 



geur b . 



1) Tracer les diagrammes du moment flSchissant et 
de 1' effort tranchant. 

2) Calculer les contraintes normales et tangentiel- 
les maximum. 

3) Montrer que la contrainte tangentielle est negli- 
geable devant la contrainte normale. 

2) Formule_de_la_cission_longituclin^ : 

Nous pouvons donner une theorie plus exacte basee 
sur la formule de la cission longitudinale . 

A cet effet, considerons un petit element de pou- 
tre, soumis a un effort tranchant T x ^, suivant l'axe principal 

d'inertie X- et done a un moment flechissant M v . 

2 

Faisons une coupe longitudinale de cet Element, 
suivant une ligne AB de la section droite et §quilibrons l'une 
des parties, par exemple ABCA'B'C . 
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X 3 



Ecrivons 1* equation de projection des efforts sur 
f d a ,, dS + f t dX_ dl = 0 (139) 



'ABC ^ ^AB 

M x 2 

<33 = x X l 
X 2 



d'ou dM„ 

2 

da 33 = X a 

X 2 

done (139) s'ecrit encore : 



r dM x 

/ — X. dS + f x dX_ dl = 0 (Hi-O) 

•'abc I y 1 •'ab n 3 

*2 



Or, d'apres (70) : dM 

- _ 2 
T x 1 " dX 3 
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Done (140) s'&rit 



i x Abc Jab 



dl 



(141) 



La premiere integrale represente le moment statique 
de ABC par rapport § X 2 . 

La deuxieme peut etre remplacee par le produit de 
la valeur moyenne de £l sur la coupure par la longueur de la 
coupure . D'ou 1 'on tire final ement : 



^ T n^ moyen 



T, . M~-lABCT 
1 2 



"""X • 1 AB 
2 



(142) 



Formule de la oission longitudinale 
3) Agglication_au_calcul_des_contraintes 





Tx 1 


( 0 






J * 2 




We 


c 









'31 



st/X, 



AB 



Supposons que la section suppor- 
te un effort tranchant , X^ 
Stant l'axe de symetrie. 1 
On obtient une bonne repartition 
des contraintes tangentielles 
par les operations suivantes : 

a) la coupure AB sera droite et 
parallele I X 2 ; 

b) la contrainte sera egale 
2 - t n ec sera constante sur AB. 
Rappelons que sa valeur est done 

(ABC) 



(143) 
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ExemEle : Section rectanRulaire 



c) On eonnait en A et B pour 

que les conditions aux limites 
soient v§rif iSes; c ' est-5-dire 
que la resultante xdoit etre 
dirigee suivant la tangente au 
contour. 

Soit I le point de concours des 
tangentes en A et B avec X^. On 
va admettre que pour un point P 
quelconque de AB, la resultante t 
passe egalement par I, ce qui, 
connaissant a^, permet de deter- 
miner a „ . 




On a successivement : 
I = bh3 = Sh* 
X 2 12 12 

^B = b 

2 

M St/X 2 (ABC) = -g- - X ± 2 ) 
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d'ou l'on tire d'apres (143) 

T. 



31 



£ IT ' 



Done ct^^ varie de fagon parabolique et prend un maxi- 
mum au centre de la section, qui vaut : 

_3 \_ 

2 S 

Les conditions aux limites sont verifiees par la com- 
posante o^i seule. Done o^ 2 = 0 en tout point de la section. 



Exercice : Montrer que pour une section circulaire soumise I un 
effort tranchant T Y , les contraintes tangentielles ont les va- 
leurs suivantes : 



'31 



'32 



3 „ S v R / 



(145) 
(146) 



2. 3. 3. - TQrsion_p_ur§ 

Pla<jons-nous dans le eas ou M t / 0, les autres com- 
posantes du torseur de gauche etant nulles. 

Les formules generales (136) et (137) nous donnent : 

M 

e 3 = --Gi7 (l4 ?> 

|(J 31 " I Q X 2 
M t 

|a 32 = " — — (148) 
G 
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Pour un point P quelconque 3 de 
coordonn§es (x 1 ,x_), considgrons 
l'axe u issu de G et dirige vers 
P ainsi que l'axe v passant par 
P et faisant + aveo u. 
Si la longueur de GP est not§e r, 
les cosinus directeurs de u sont 

x l x 2 -> 
— et — tandis que oeux de v 
r r x 2 . X1 
sont : - — et — 
r r 



tient 



v est alors 



Si on fait le produit scalaire de t par u, on ob- 



M 



G 



Done t est portS par v. Sa valeur algSbrique sur 



G 



soit encore 



2 2 
x + x 
( _i L_) 




(149) 
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Nous venons de voir que la contrainte tangentielle 
est portee par la normale v au rayon GP. Or, pour que les con- 
ditions aux limites soient verifiees, il faut que la contrainte 
tangentielle soit tangente au contour, ce qui ne sera en gen§- 
ral pas realise, sauf pour le contour circulaire . Ll encore, 
l'hypothese de planSit§ des sections droites est cause de cette 
restriction. Nous avons d'aiHeurs vu, dans le premier chapitre 
comment ou pouvait, en theorie de 1 ' elasticite, introduire une 
fonction de gauchissement pour etudier des profils autres que 
circulaires. 

2,4. - CALCUL DES DEPLACEMENTS 

A : METHODE CINEMATIQUE 
2.4.1. - PQrmules_de_Bc§ss| 

La m§thode cinSmatique utilise les formules de Bres- 
se (88). Le deplacement d'une section Gj s'§crit, en fonction 
de celui d'une autre section G 1 et de la deformation de la pou- 
tre G 1 G 2 



, G, = il? + TTaGTG? + I ^ x ds + I ^ e* dsAGG? 

1112 \o 2 J QQ 



= B 1 + 1 e ds 

°1°2 

Nous allons appliquer ces formules dans differents 
cas particuliers en faisant egalement des hypotheses simplif i- 
catrices. 

1 ) l?2a£E§_E!§D§„£hargfe_dans_son_p_lan 
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Hypotheses : - la poutre est dans le plan xz et Gy est axe prin- 
pal d'inertie ; 

- le chargement est dans le plan xz ; 

- on ne tiendra compte que de l'effet du moment 
flechissant. 

Si on neglige les deplacements dus 5 1' effort lon- 
gitudinal et 5 1' effort tranchant, on a X* = 0 et les formules 




(150) 



Or, sur les axes x s y,z, les composantes de oes vecteurs sont : 







u 2 




X 2" X 1 




x 2 ~x 


0 


AG 2 ' 


0 


G 1 G 2 


0 


GG^ 


0 


w l 




W 2 




Z 2" Z 1 




z 2 -z 










0 






0 




0 






M 

y 






9 1 






9 




M 








6 2 






EI 




0 




0 




0 







d'ou en developpant les formules vectorielles (150) : 




- z) ds 

- x) ds 



Ces formules permettent le calcul du dSplacement 
d'une section G 2 en fonction de celui de G 1 et du torseur de 
gauche sur G^Gj. Ce calcul sera particulierement simple si la 
section G^ est encastree. Sinon, il faudra faire intervenir les 
conditions imposees par les liaisons. 
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Exercice : On considSre la poutre AC, de ligne moyenne circu- 
- laire de rayon R, encastrSe en A et charg§e en B, conformement 
3 la figure suivante : 




Determiner en fonction de a, 6, H, V et 97£ les dgpla- 

cements u et w du point C suivant x et z, ainsi que la rota- 
c c 

tion e c - On appellera E, le module d'SlastioitS du materiau et 
I le moment d'inertie de la section par rapport 5 I'axe de 
flexion. 



2 ) Q§§_E§E£i£ylier_des_goutres_droites 
O 



— (— 



Gl 
-+— 



Si on choisit l'axe z confondu avec la ligne moyen- 
ne de la poutre, les formules de Bresse (151) se simplifient : 

| u 2 = Ul + e ! (z 2 - z x ) -£ 2 -fj- (z 2 - z) dz 

1 (152) 



>l-f 



EI 



dz 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 82 - 



Le cas des poutres droites Stant frequemment rencon- 
tre, nous allons en faire une etude plus approfondie. 

2.4.2. - Pou|r| s.drojtf s 
1 ) Eguat ion_dif f f r ent ielle_de_la_df f ormee 



Considerons la premiere des equations de Bresse (152). 
Elle est valable quelle que soit la section G 2 ; u 2 peut-etre 
consider^ conune une fonction de z 2 ; si on la derive par rapport 



a z 2 j on obtient : 
du„ 



dz- 



f. 



■eT 



dz 



En derivant une deuxi§me fois, on obtient : 



d 2 u. 



dz. 



M (z 2 ) 
EI(z 2 ) 



(153) 



(15H) 



Cette Equation dif f erentielle de la deformge est 
valable quel que soit l'abcisse z 2 ; on peut done supprimer 
l'indice et l'ecrire sous la forme : 



d 2 u 



M 



ou. 



dz"" EI 
si x = f (z) est l'equation de la d§formee : 



M 



(155) 



(156) 
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Remarquons aussi que x* =8 est la rotation de la 
section d'abcisse z. 

2) Dftermination_de_la_df fgrmf e 

Pour obtenir 1' equation de la dSformee, on peut in- 
tegrer deux fois 1' equation (156)- Cette integration pourra se 
faire dans chaque zone de la poutre ou le moment flechissant au- 
ra une expression analytique dSterminSe. Dans chaque zone, nous 
allons done introduire deux constantes d' integration ; ces eons- 
t antes seront ensuite determinees en exprimant qu'il y a conti- 
nuity de fleche et de rotation entre les zones ; les deux cons- 
tantes restantes seront determinees par les conditions imposees 
par les liaisons. 

Exercice : 

Determiner la diformee de la poutre droite suivante ; 
son module est E et son inertie constante I. 



B 



Donner en particulier les filches et les rotations 
en A, B, C et D. 



B : METHODE ENERGETIQUE 
2.^.3. - Energie_emmagasinee_dang_ung_Bout£e 
1) Raggels 

L'energie emmagasinee dans un corps, par unitS de 
volume est, d'apres la premiSre partie du cours : 
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W = A< a il 2+ °22 2+ °33 2) " l (t, ll°22 +< 22°33 +a 33 C il )+ M (0 12 2+a 23 2+a 31 2) 
En thgorie des poutres, cette expression devient : 

e 2 a 2 0 2 

W = — *2_ + __31 32_ 

2E 2G 

a 2 t 2 

= — + — (157) 
2E 2G 

avec : M Y M Y 

o = - 2 + 2 x - 1 x 

33 S I I 2 

T X 2 X l 
X l M t 
31 S * I Q X 2 

'l TX 2 M t 



32 



2 ) ExBrggsion_de_ll|nergie_e™agasinee EIE_UDi£i_3S_i2DSU§UE 

Par integration de (157), nous avons : 



-A 



a _ 2 a2 + a2 



+ —a 32_ dS (158) 

'S\ 2E 2G ' 

Pour simplifier le calcul, nous pouvons sSparer 
cette energie en deux : l'inergie due 1 la contrainte normale W(<3^^) 
et l'inergie due 5 la contrainte tangentielle ^(T^^, 6^^) . 



(<J 33 ) = /<, a 33 2 dS 



= f 4 ^ + /"— X. 2 dS + f X," dS 

s s s V 



V 

1 „ 2 



2 yj.^x ldS + 2 yj-.^x 2 ds- 2> / s] _ I _x 1 x 2 ds 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 85 - 



Les trois derniSres integrales sont nulles . Done, 
apr§s 1 ! integration des trois premiSres : 

N 2 \ 2 \ 2 
2EW ( 0 > = JL- ♦ + X — 



X 2 (159) 



De la meme fagon : 



X2 2 
(a, ' 



2 2 M 2 



4- dS + I — -fr-dS+r JL( X 2 +x 2 
S . S J S X G' : 1 ^ 



f T X M f T X 0 M 



dS 



ou encore : 



? 2 
T T 2 

X X M 

2GW ( ^ ^ = + ___£_ + (160 ) 

Remarque 1 : on a vu, qu'en r§alit§, les contraintes tangentiel 
les dues 1 l 1 effort tranchant n'etaient pas uniformement rSpar- 
ties ; de meme, pour un profil non ciroulaire, la rigidit§ de 
torsion est Gr Q au lieu de GI Q . On peut alors corriger la for- 
mule precedente : T X 2 T X ^ M 2 

2GW ( ^ 15 a 32 ) - ^ -f- ♦ K 2 -g 2 - * -J?- U61) 

Remarque 2 : Calcul de ou k,, 

Paisons le calcul dans le cas d'une section epaisse 
5 axe de symStrle X^, soumise S un effort tranchant T x . 

D'apres le paragraphe 2.3.2- > la contrainie tangen- 

a 31 6 

vaut : 



tielle est constante le long d'une ligne parallele a X 2 et 



T . M q ,„ (ABC ) 
°31 — 



I X 2 • -"-AB 
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L'energie emmagasinie due 5. est alors : 

r a 2 

w ( - J s -Ik- ds 



Or, nous pouvons prendre comme Element de surface : 

as - i AB dx, 

done : T 2 ro (ABC) 

W ( a,*) = — 5- / dX. (162) 

expression que nous pouvons iorire sous la forme suivante, 

par analogie aveo les formules (159) et (160) : 

T 2 

w < ^ = -rb- (163) 

oQ £ est la section reduite dSfinie par : 

2 
2 



I 



C M st/x ? < ABC > dy 

j— ^ dX 

c ' AB 1 
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A noter que cette formule ne fait intervenir que 
les caractSristiques geomgtriques de la section. 

Le coefficient de correction est alors, en ne~ 
gligeant l'effet d'une eventuelle contrainte o-j2 : 

k 1 = -|" (165) 

Exercice : 

Montrer que la section reduite d'une section rec- 

tangulaire est : 

I - -5— 3 
6 

Montrer que la section reduite d'une section cir- 

culaire est : 

1 = - 9 -~- S 
10 

3) Eormule_gen|rale_de_l^energie 

D'aprSs les formules (159) et (160), l'gnergie 
totale emmagasinee par unitS de longueur est : 

2 2 H 2 T 2 T 2 2 

,. _NT + A l , X 2 . *1 . A 2 M t (166) 

unite de" ^ 2EI X 2EI 2GS 2GS 2GI Q 
longueur 

Nous pouvons ecrire cette formule sous la forme 

gSnerale : 2 

W = r -L- (167) 
Unit§ de longueur 

oil la somme est a faire sur toutes les composantes M du torseur 
de gauche, R Stant la rigiditg du profil pour la composante M 
considered. 

L'energie totale emmagasinee dans une poutre G^G 2 
est alors : „ ^ 

(2-|p- ) ds (168) 

' G 1 G 2 



w = L 

Jg. 
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Pour une structure composSe de differentes poutres, 
l'energie totale emmagasinee sera : 



W = £ 

toutes 
les poutres 



f 



) ds 



(169) 



2.4.4. - Plgxibilites 



Soit une poutre GD soumise 5 un certain nombre de 
charges Pj... P . Designons par i le point d'application de la 
charge P^ et par la projection du d§placement du point i sur 
le support de P^. 

Nous allons utiliser deux principes : 
- Principe de superposition : le deplacement du point i est 
egal 3 la somme des deplacements du meme point pour chacune des 
forces prises separiment, soit : 

(170) 



D i = D iP 1 + D iP 2 + 



t D. p ♦ D 

J n 



ou est la projection sur P^ du deplacenmt de i du a 1' ap- 

plication de Pi. 

J 

est done independant de l'ordre d'application 

des forces. 

- Principe de proportionnalite (entre forces et d§placements) : 
on a pour i et j quelconques : 



(171) 



oil f . . est un coefficient de proportionnalite. 
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Les emplacements des points 1 I n peuvent done s 1 6~ 

aire : 

D l = Vl + f 12 P 2 + f ljY - f ln Pn 

Pi = f il P l + f i2 P 2 + ••• +f idV + f in P n (172) 

D = f ,P, + f JP 0 + ... +f .P.+ ... + f P 
n nl 1 n2 2 nj j nn n 

ou, sous forme matricielle : 

A?] = MH (W) 
oil I Djet I P sont les matrices colonnes des diplacements et 
des charges correspondantes . 

La matrice £f J , de terme general f ^ . , est la ma - 
trice de f lexibilite de la poutre, relative aux charges £ . 
Pour avoir la signification de f . . , on peut faire toutes les 

charges nulles sauf P. - 1 ; f . . est alors le deplacement du 

J i J 

point i sous 1' influence d'une charge P. = 1. f . . est appelil 

J 1 J 

coefficient d ' influence de flexibility. 



Remarques 

1 ) Deplacement s et charges generalises 
Ce que nous venons d'ecrire pour des charges con- 
centrees est vrai pour des couples concentres s le deplacement 
correspondant itant la rotation autour de 1 'axe du couple. Nous 
pouvons igalement generaliser le chargement a deux forces oppo- 
s§es ou deux couples opposes, les dSplacements correspondants 
gtant la variation de longueur entre les points d 'application 
des deux forces ou la variation angulaire entre les deux sec- 
tions d'application des couples. 

En r6sum§, nous avons le tableau suivant : 
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Charges g§n§ralisees 



A 



DSplacements g§ngralis§s 








2) Nous avons ecrit (173) : 

[o] . [,][,] 

Nous pouvons inverser cette formule pour avoir les efforts en 
fonction des emplacements : 

[p] = [k][r^ d7t) 

aveo : 

\_^\ est la matrice de rigidite relative aux deplacements \_ D J. 
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2.4.5- - Tb|QEise_de_ClageyrQn 

Enonce : Le travail des forces exterieures est §gal a l*§ner- 
gie elastique emmagasinee dans la structure. 

On suppose ici que l'energie interne est une fonc- 
tion d 1 Stat, c 1 est-a-dire qu'elle ne depend que des efforts, 
non de la maniere dont ils ont etS appliques. On a done : 

W ext = W (175) 
ou W est l'energie emmagasinee donnee par la for mule (169) et 

w ext le tr£ 
maint enant 

tionnel : 



W ext le trava i 1 des forces exterieures que nous allons calculer 



Pour cela, imaginons que le chargement soit propor- 



-* pPj— 
-f pP 0 — 



-» P 

i 

-f P, 



' n ' n 

avec 0 ^ p $ 1 

Les deplacements correspondants , proportionnels 
auxdiarges, vont done etre aussi proportionnels : 



-♦ P D., 



-# P D 



n 



-4 D 



n 




Lorsque p subit un accroissement 
1 p , le travail 
est pP- x D i d^s 



d p , le travail de la charge P^ 
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Pour l'ensemble des charges, 1 'aocroissement de 
travail est done : 



d W ext = (P 1 D 1 + P 2 D 2 + 



+ P D ) p d p 
n n 



d'oii, par integration : 

W, 



ext 

soit finalement 
W ext 



(P 1 D 1 + P 2 D 2 + 



+ P D ) / 



p d p 



— (P lDl + P 2 D 2 - + ... - P n D n ) 



(176) 



crire : 



Sous forme matricielle, cette expression peut s'§- 



ext 



ou encore, d'apr§s (173) 



w 



ext 



f-[?][f][p] (178) 
C'est la forme quadratique de £f J developpSe sui- 



vant [ p] . 

On peut se servir directement du theoreme de Cla- 
peyron, lorsque la structure est soumise 3 une seule charge, 
pour calculer le deplacement correspondant . 
Exercices : 

1) Calculer la fleche au droit de la charge P pour 
la poutre encastree suivante : 

P 



On ne tiendra compte que du moment fl§chissant. 
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2) Calcuier la rotation de la section D de la pou- 
tre en 1/4 cercle suivante : 




2.4.6. - Sxmetcie_de„ls_i)jatrice_de^flgxibilifie 



Nous allons montrer que f . . = f.-.-- 

Pour cela» eonside>ons la structure soumise aux 



deux charges P. et P. 



1) Calculons I'lnergie emmagasinSe si on applique 



P puis Pj • 



Lors de 1' application de P., on a ; 



W ext = 4" P i D iPi = 4" P i (f iiV 



Lors de l'application de P., on a 



W ext = P i < f ijV + T- p j< f jj P J> 



Soit, au total 
W 



ext = \ V f ii P i> + i V'jjV + P i (f ijV (179) 



2) Maintenant , faisons le mime calcul , mais en ap- 



pliquant d'abord P. puis P.. 

J -1- 



Lors de 1 'application de P., on a : 

J 



W . = — i- P. (f . .P.) 
ext 2 J J J J 
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Lors de l'application de P^, on a : 
W ext - -Hi < f iiV + V^iV 



soit, au total : 
W ext : 



I P i< f ii P i> + l VW * P J (f ji P i } (180) 



En egalant avec (179K on a immgdiatement : 



(181) 



La matrice des flexibilites est done toujours sy 



metrique : 



[']■['] 



(182) 



2.4.7- - Tb|Qretnes_de_CastiglianQ 

Le thSordme de Clapeyron permet d'§crire, oompte 
tenu de (178) : 



W = 



[pit] 



2 L'll'l ' "22 2 
C'est une fonction des n variables P 



+ 2f 12 P a P 2 + 2f 13Pl P 3+ 



Faisons une 



derivSe partielle par rapport a : 



3W 1 r. 

-w---t-\: 



2 f ..P, + 2f i2 P 2 + 



+ 2f ii P i + 



+ 2 f 



in P n] 



soit 



3 W 
3 P.- " 



(183) 



C'est le premier theordme de Castigliano : la deri- 
vee partielle de 1'energie par rapport I l'une des charges gS- 
neralisees est §gale au deplacement g§neralis§ correspondant. 

Si maintenant, nous d§rivons une deuxieme fois par 
rpport 3 P^, nous obtenons : 
T 

(184) 



W 

1FTFT- 
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C'est le deuxieme theoreme de Castigliano : la d§- 
riv§e seconde de l'energie par rapport a deux charges generali- 
ses est egale au coefficient d ' influence correspondant. 

Le premier theoreme de Castigliano permet de cal- 
culer le dSplacement correspondant a l'une quelconque des char- 
ges appliquSes . Nous allons encore generaliser cette methode 
inergStique pour pouvoir calculer un deplacement quelconque en 
un point qislconque. 

2,4,8, - Metbo4e_de_la_charge_unite_£th6or§me de Maxwell- 
Mo hr) 

Pour simplif ier 1 ' ecr iture , nous laisserons provi- 
soirement tomber les signes Z dans l'expression (169) : 



w(p 1 ,p 25 ...,p n ) =/-§i- d S 

.iquons le premie 

d. = -UL - fJL JLJL ds 

1 3 P. J R 3P. 



Appliquons le premier theordme de Castigliano : 

(185) 



Or, M est une f onction lineaire des charges P^,..., P n qu'on 
peut Scrire sous la forme : 

M = M ( V 1 P 2 ... P i _ 1 P i+r .. P n ) + M (P.) 

On a alors : 

3 M _ 3M(Pj) 



M (P. = 1) (186) 

aP. 3 p. 



cette derniSre expression 6tant la valeur prise par M pour 

= 1, toutes les autres charges gtant nuiles . 

Done finalement (185) peut s 1 Scrire : 

f M(P P } M (P.= 1) , 
D . = j 1 _u 1 d 8 (187) 
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Soit encore, en remettant les sommations 




(188) 



C'est le thioreme de Maxwell-Mohr . 

D'un point de vue pratique, on aura done 5 deter- 
miner les composantes du torseur de gauche pour le chargement 
donnS, puis les composantes du torseur de gauche pour le char- 
gement = 1, avant d'appliquer la formule de Maxwell-Mohr (188) 

2) Calcul__des_coef f icients_d^inf luence_f . . 

On va d§river une deuxieme fois par rapport 3 P.. 

J 

Comme on a ggalement : 

3 M 
TFT 

0 



M (P. = 1) 

J 



La formule (188) donne immediatement : 
M(P.= 1) M (P.= 1) 



f. . = Z 



barres 



JL 



Ids 



(189) 



3) Calcul_du_d§glacement_en_un_goint_i_ou_i^ 

Nous pouvons toujours imaginer que P^ existe et 
faire P^ = 0 dans le resultat obtenu pour D^. 

Or M(P r ..P n ) = M(P 1 ... Pi.^i+i-- •P n )+P i M(P i =1) 



Done, la formule (187) donne : 
f M(P ...P. P. ...... P n )M(P.=l) f 

h - J 1 " 1 dS + P i )- 



m 2 (:-. = D 

dS + P i / R dS 



Si on fait tendre P^ vers 0, on a finalement 



f M(P ... 



p i-i p i + r--V M < p i =1 > 



ds 



(190) 
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Cette formule est gvidemment valable en ajoutant 
les sommations aux dif ferentes poutres et aux diffSrents cora- 
posantas du torseur de gauche. 

Elle gSnSralise la formule (188 ) pour le calcul d'un 
d§placement en un point oil il n'y a pas de charge. On a toujours 
a determiner les composantes du torseur de gauche pour le char- 
gement donn§, puis pour le chargement = 1. II reste alors a 
f aire 1' integration du produit de 2 fonctions. Nous allons uti- 
liser pour cela les integrales de Mohr . 

2.4.9. Int|grale§_ie_MQhc 

Ce sont des intSgrales de la forme : 

r 1 (z) y 2 (z) dz (19D 



ou I ' = \ y, 2 ( z) dz (192) 



o 

Elles sont tabulSes dans les quatre pages suivantes, 
pour des fonctions pouvant aller jusqu'au 3e degr§. 

Nous avons sur les premieres lignes les risultats 
des intggrales I' pour les fonctions y 1 representees sur les 
diagrammes situ§s a gauche des resultats. Sur les lignes sui- 
vantes, nous avons les resultats des int§grales I pour le pro- 
duit des fonctions qui se trouvent , l'une a gauche du resultat, 
1* autre en premiere ligne. 

Notons, qu'en l'absence de signe, les fonctions re- 
presentees sont considSrSes comme positives. D'autre par, les 
cotes des diagrammes , . . . , sont ?i valeurs absolues. 
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Mi 



3 



fitL 



Hi m k l 



h Mi M* L 




% HiH*L 



... .1. ■ 



><, Hi Hut- 



CD 



> 3 HiM«L 



ii MiM K L 



CI) 



0) 



y 3 Mi Af* L 



M fc 



0} 



II) 



<0 



^ /ft Afe L 



In tegraus de No Hr 
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UXtJ 



i- Mil 



CUT 



KB 



T 




r 



£0 



f> >V M * 



3 4 



to 



to 



40 



£ At"** 



r7-x 01 


4*M'- ■ 


CO 




1 — ..——^ -J 




•J~l ©[MTVUVIN r 


^NTOZZn(^20^]~I^Alie 



CO 



if 



. yu ii , luub il i u i ls i foe i vfo. 
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3 




)l«4 



ou. 



, n?pN;»n'.5l, 



PI 

I 














! 



MI* 







* > 











±« K («[-3fl\)l> 



^3 



'4 



i Minify 



•1 FarabolBj 
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2.4.10 - Exemgle 

Soit la poutre droit* sur appuis simples GD soumise 
une charge cone entree P. 



G 



1 ) 2i§S£ a .!2 m £§_£2 n 5 a . m §2l§!i2£ 



Pb 

T 

















z 


















*■ 












Pa 




2 ) Calcul_de_la_f l|che_au_droit _de_P 

L'Stat unitaire servant & faire ce calcul est le 



suivant 
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Les diagrammes correspondants sont 



h 

7 



0 
T 




m 



ah 

T 



L' application de la formule de Maxwell-Mohr , nous 
donne alors : 



■jffr " '{■ 



Tt_ 

GS 



dz 



soit, d'apres les taiLeaux : 

2 2 

f - _i_ p a V + 
1 " 3 EI 1 GS 



1 / Pb 2 „ Pa 2 >.\ 



_JL Pa 2 b 2 Pab 
"3 Ell GS1 

On peut se rendre compte par un calcul numSrique 
que le 2e terme est nSgligeable par rapport au premier ; et 
on ne conserve en g "mSral que le premier : 



f = 

3 EI 1 

Si la charge est appliqu§e au milieu de la poutre, 



a = b = -j- et 



f , _L_i 



48 EI 
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3 ) Calcul_de_la_rotation_en_G_ 

L'etat unitaire de comparaison est 

O 

Les diagrammes correspondants sont 




z 
-» 



1 

T 



jJjjlJJ^ 



m 



d'ou par application de la formule de Maxwell-Mohr 



EI 
1 Pab 



Tt 
GS 



dz 



(1 + -*-> 
EI 1 



Pba , Pab 
—TT + TT 



1 Pab . b % 



Exercices : 

1) Determiner la matrice de flexibility relative aux 
trois charges g§n§ralis6es suivantes (on ne tiendra compte que 
du moment flechissant) . 
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En d§duire la resolution du systSme hyperstatique 



suivant : 



^1 

|g 


P 


0 


^ Of 






» 


- • B 

* 





2) Soit la poutre suivante : 



X l Calculer 6 G ,8 D et la fleche en un point queloonque 
d'abscisse z. 
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3) Soit la poutre circulaire suivante (segment de piston) 




Calculer 1 ' eeartement Al (On ne tiendra oompte que 
du moment flichissant) . 

2.4.11. - R#SQlution_^e_sxst|mes_b2Becs|atiaues 

Methode des forces ou des groupes d'Stat 
Donnons en le principe sur un systeme plan t deux 
encastrements. 




C'est un syst§me hyperstatique de degr§ 3- 
On commence par supprimer des liaisons en nombre 
egal au degrS d'hyperstaticitg, pour obtenir un systSme isos- 
tatique qu'on appelle systSme isostatique de base ou Stat 0. 

Par exemple, on peut ici supprimer 1 ' encastrement 
en B. Le systSme obtenu sera Equivalent au systdme donnS, a 
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condition d'appliquer en B trois reactions, qui seront les 

l5SS5?MMJ?iOlggg^.^ia"g° _.t e 1 1 e s que le dgplacement de B soit 
nul. 

(t.) 



Avec 




D l 


a 0 


D 2 


a 0 


D 3 


= 0 



Or les dgplacements de B peuvent s'Scrire 



soit 



V 






f 

x 12 


f 

"13 








f 

I 10 


D 2 




f 21 


f 22 


f 

23 




x 2 


+ 


f 

*20 


?\ 




_ f 31 


f 32 


f 33„ 




A 




/30 



Matrice de flexi- 
bility relative 
aux inconnues hy- 
perstatiques. 

ir 1 r i r 1 
f M * l/oj " L° J 



DSplaceraent de B 
du a ( t Q ) 



(193) 



C'est un systeme ineaire qui permet le calcul des 
inconnues hyper statiques. 



Remarques : 

1) Nous avons a calculer tous les coefficients d" influence f ^ . , 
Pour ceei s nous devons etudier 1'etat isostatique de base avec 
son chargement ( t ), plus un nombre d' Stats complementaires 
Sgal au nombre d ' inconnues hyper statiques » 
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Dans le cas precedent, il faut done gtudier les dia- 
granunes fondamentaux des 4 Stats suivants : 




D'une fagon generale, t^. est obtenu en faisant le 
produit de l'etat E. par l'Stat E . . 

D* autre part, ayant determini les inconnues hypers- 
tatiques par resolution du systdme (193), on peut obtenir les 
diagrammes fondamentaux pour la structure reelle, par superpo- 
sition : 

(E rgel ) = (E Q ) + X a (Ej) + X 2 (E 2 ) * X 3 (E ? ) (194) 

2 ) Hyper st atic it e interne ; 

Nous pouvons par cette methode, resoudre les proble- 
mes d ' anneaux ou de cadres hyperstatiques. Un anneau ferine est 
un systSme hyperstatique de degr§ 3 et, pour le resoudre, on 
peut considerer les etats suivants i 
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Exercice : Resoudre le systeme hyperstatique suivant 



1000 



daN 




On ne tiendra compte que du moment flechissant. 
Tracer le diagramme des moments flSchissants totaux. 
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